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A1. Εστω f μια συνεχης συναρτηση σε ενα διαστημα [α, β]. Αν G ειναι μια παραγουσα
       της f στο [α, β]. τοτε να αποδειξετε οτι :
       

β

α
f(t) dt = G(β) - G(α)

                                                                             Μοναδες 7 
A2. Να διατυπωσετε το Θεωρημα Μεσης Τιμης του Διαφορικου Λογισμου (Θ.Μ.Τ.)
                                                                             Μοναδες 4 
A3. Ποτε λεμε οτι μια συναρτηση f ειναι παραγωγισιμη σε ενα κλειστο διαστημα [α, β]
       του πεδιου ορισμου της;
                                                                             Μοναδες 4 
A4. Να χαρακτηρισετε τις προτασεις που ακολουθουν, γραφοντας στο τετραδιο 
       σας διπλα στο γραμμα που αντιστοιχει σε καθε προταση τη λεξη Σωστο, αν η 
       προταση ειναι σωστη, η Λαθος, αν η προταση ειναι λανθασμενη. 
   α) Η εξισωση |z – z0| = ρ, ρ > 0 παριστανει τον κυκλο με κεντρο το σημειο Κ(z0) 
         και ακτινα ρ 2 , οπου z, z0  μιγαδικοι αριθμοι .
   β) Αν 

 0x    x
lim f(x) < 0


, τοτε f(x) < 0 κοντα στο x0 .

   γ) Ισχυει οτι: |ημx| ≤ |x| για καθε x  

     
δ) Ισχυει οτι: 

x  0

συνx - 1lim = 1
x

   ε) Μια συνεχης συναρτηση f διατηρει προσημο σε καθενα απο τα διαστηματα στα
         οποια οι διαδοχικες ριζες της f χωριζουν το πεδιο ορισμου της .

                                                                            Μοναδες 10 

1o ΘΕΜΑ
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Α1.
Συμφωνα με το θεωρημα,
“Αν f ειναι μια συνεχης συναρτηση σε ενα διαστημα Δ και α ειναι ενα σημειο του Δ, το-

τε η συναρτηση 
x

α
F(x) = f(t)  dt , x∈Δ, ειναι μια παραγουσα της f στο Δ. 

Δηλαδη ισχυει: 
x

a
( f(t) dt )' = f(x) ,  για καθε x∈Δ.”

η συνaρτηση 
x

α
F(x) = f(t)dt ειναι μια παραγουσα της f στο [α,β]. 

Επειδη και η G ειναι μια παραγουσα της f στο [α,β], θα υπαρχει c ∈ τετοιο, ωστε
G(x) = F(x) + c         (1)

Απο την (1), για x = a, εχουμε G(α) = F(α) + c = 
α

α
f(t)dt + c = c , οποτε c = G(a) και η (1)

G(x) = F(x) + G(α) που γινεται για x = β:

G(β) = F(β) + G(α) F(β) = G(β) - G(α) 
β

α
f(t) dt = G(β) - G(α) .

Α2.
Αν για μια συναρτηση f ισχυουν:
• Ειναι σ υ ν ε χ η ς  στο κλειστο διαστημα [α,β].
• Ειναι π α ρ α γ ω γ ι σ ι μ η στο ανοικτο διαστημα (α,β).
Τοτε υπαρχει ε ν α   τ ο υ λ α χ ι σ τ ο ν   ξ που ανηκει στο (α,β) τετοιο ωστε:

f(β) - f(α)f'(ξ) =
β - α

Α3.
Μια συναρτηση f, ειναι παραγωγισιμη σε ενα κλειστο διαστημα [α, β] του
πεδιου ορισμου της, οταν ειναι παραγωγισιμη στο (α, β) και επιπλεον:

 +  -x α x β

f(x) - f(α) f(x) - f(β)lim   και  lim
x - α x -β 

 
    

  .  

Α4.
α) Λαθος
β) Σωστο
γ) Σωστο
δ) Λαθος
ε) Σωστο

1o ΛΥΣΗ
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Θεωρουμε τους μιγαδικους αριθμους z  για τους οποιους ισχυει:
( z – 2)(z - 2) + |z - 2 | =  2  

B1. Να αποδειξετε οτι ο γεωμετρικος τοπος των εικονων των μιγαδικων z, ειναι κυ-   
      κλος με κεντρο Κ(2, 0) και ακτινα ρ = 1                               (μοναδες 5)
      Στη συνεχεια, για καθε μιγαδικο z που ανηκει στον παραπανω γεωμετρικο τοπο, να
      αποδειξετε οτι |z| ≤ 3                                                      (μοναδες 3)
                                                                             Μοναδες 8
B2. Αν οι μιγαδικοι αριθμοι z1 , z2 που ανηκουν στον παραπανω γεωμετρικο τοπο ει-
       ναι ριζες της εξισωσης w 2 + βw + γ = 0, με w μιγαδικο αριθμο, β, γ   , και
       |Im(z1) – Im(z2) | =  2
       τοτε να αποδειξετε οτι:
       β = - 4  και  γ = 5
                                                                             Μοναδες 9
B3. Θεωρουμε τους μιγαδικους αριθμους α0, α1, α2 οι οποιοι ανηκουν στον γεωμετρικο
       τοπο του ερωτηματος Β1. Αν ο μογαδικος αριθμος ν ικανοποιει τη σχεση:
       ν 3 + α2ν  2 + α1ν + α0 = 0
       τοτε να  αποδειξετε οτι :
        |ν| < 4
                                                                             Μοναδες 8

2o ΘΕΜΑ
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Β1.
● (z – 2)( z - 2) + |z - 2 | = 2  |z – 2|2 + |z - 2 | - 2 = 0 

   
|z - 2|= 1

  |z -2|= 1
|z - 2|= - 2 απορρ.
 


   Δηλαδη, ο γεωμετρικος τοπος των εικονων των μιγαδικων z, ειναι κυ-
   κλος με κεντρο το K(2 ,0) και ακτινα ρ = 1 .
● Για καθε z που ανηκει στον πιο πανω κυκλο ειναι:

   |z| = |z – 2 + 2 | ≤ |z – 2| + 2 
|z - 2| = 1

= 1 + 2 = 3  |z| ≤ 3

Β2.
● Aφου z1, z2 ριζες της w 2 + βw + γ = 0 ειναι συζυγεις με  2  1z = z
● Ακομη z1 + z2 = - β  και z1 ∙ z2 = γ  (1)

● z1 + z2 = - β  z1 +  1z = - β  2Re(z1) = - β  2Re(z1) = - β
2

(2)  

● z1 ∙ z2 = γ  z1 ∙  1z = γ  |z1|2 = γ (3)

● |z1 – 2| = 1  |z1 – 2|2 = 1  (z1 – 2)( z 1  - 2) = 1 

   z1 z 1 - 2(z1 +  1z ) + 4 = 1  |z1|2 - 4Re(z1) + 3 = 0 
(2,3)

 γ + 2β + 3 = 0  (4)

  ● |Im(z1) – Im(z2) | =  2
 1  2z ,z  συζυγεις

 |2Im(z1)| =  2 |Im(z1)| = 1 Im(z1)| = ± 1

● |z1 – 2| = 1  |- β
2

± i – 2| = 1  |- ( β
2

+ 2) ± i | = 1  ( β
2

+ 2)2 + 1 = 1 

   β
2

+ 2 = 0  β = - 4

Η (4): γ + 2(- 4) + 3 = 0  γ = 5

Β3.
ν 3 + α2ν 2 + α1ν + α0 = 0  ν 3 = - α2ν  2 - α1ν - α0  |ν|3 = |- α2ν 2 - α1ν - α0 | 

|ν| 3 = |α2ν 2 + α1ν + α0 | ≤ |α2||ν| 2 + |α1 ||ν| + |α0 | 
 1Β

 3|ν| 2 + 3|ν| + 3 (5)
Εστω 

|ν| ≥ 4  |ν| 3 ≥ 4|ν| 2  |ν| 3 ≥ 3|ν| 2 + |ν| 2
 2

|ν|  4

|ν|   4 |ν|




 |ν| 3 ≥ 3|ν| 2 + 4|ν| 

|ν| 3 ≥ 3|ν| 2 + 3|ν| + |ν| 
|ν|  4

 |ν| 3 ≥ 3|ν| 2 + 3|ν| + 4   |ν| 3 ≥ 3|ν| 2 + 3|ν| + 3

Ατοπο λογω της (5)
Ετσι    
|ν| < 4 

2o ΛΥΣΗ
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Θεωρουμε τις συναρτησεις f,g:   , με f παραγωγισιμη τετοιες ωστε:
● (f(x) + x)(f’(x) + 1) = x, για καθε  x  
● f(0) = 1 και

● g(x) = 
 2

 3 3xx + - 1
2

Γ1. Να αποδειξετε οτι: 
      f(x) =  2x + 1 - x,  x   .
                                                                             Μοναδες 9
Γ2. Να βρειτε το πληθος των πραγματικων ριζων της εξισωσης
       f(g(x)) = 1
                                                                             Μοναδες 8

Γ3. Na αποδειξετε οτο υπαρχει τουλαχιστον ενα x0 ∈ (0, π
4

) τετοιο,  ωστε:

       
 0

0
π  0  0x  - 
4

π f(t) dt  = f(x  - ) εφx
4

                                                                             Μοναδες 8

3o ΘΕΜΑ
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Γ1
Ειναι
(f(x) + x)(f’(x) + 1) = x  (f(x) + x)(f(x) + x) ’  = x
Θεωρουμε τη συναρτηση h(x) = f(x) + x, x .
h(x) = f(x) + x h(x)h’(x) = x 

 2  2  2  2h  συνεχης
 2  2

αθροισμα  συνεχων

f(0) = 1
 2  2  2  2

 2  2

h (x) x h (x) x'  =  ' =   + c h (x) =  x  + 2c   (1)
2 2 2 2

1Για x = 0 η (1) : h (0) =  0  + 2c (f(0) + 0) = 2c 1 = 2c c =
2

H (1) γινεται : h (x) =  x  + 1 h(x) = 

   
    

   

  



 0

 2

 0  0
h(x ) = 0 f(0) = 1

 0  0  0  0  0  0  0  0

 0  0  0

 x  + 1  (2)
Oμως
h(x) 0, γιατι αν υπαρχει x  τετοι ωστε h(x ) = 0, τοτε
(f(x ) + x )(f'(x ) + 1) = x h(x )(f'(x ) + 1) = x 0 = x

1 = 0
 h(x ) = 0  f(x ) + x = 0  f(0) + 0 = 0





        
   

Aτοπο, οποτε η h δεν μηδενιζεται στο  (και συνεχης), δηλαδη διατηρει 

προσημο στο  .

Ομως για x = 0  h(0) = f(0) + 0  h(0) = 1 > 0

Αρα η h(x > 0 και η (2) δινει:

 2  2h(x) = x  + 1 f(x) + x = x  + 1   2f(x) = x  + 1 - x

Γ2.
Ειναι

f(g(x)) = 1 
f(0) = 1

 f(g(x)) = f(0)
H f ειναι παραγωγισιμη στο  (πραξεις παραγωγισιμων) με

 2  2 2  2 x  |x| = x  < x +1 
 2

 2  2  2

(x + 1)' 2x x - x + 1f'(x) = ( x +1 - x)' = -1 = -1 = < 0
2 x +1 2 x + 1 2 x + 1



Eτσι η f ειναι γν. φθινουσα στο  ,  αρα και «1 – 1» στο  ,  οποτε
 2f  1-1

 3  3  23xf(g(x)) = f(0) g(x) = 0 x + -1 = 0 2x + 3x - 2 = 0
2

  

Θεωρουμε τη συναρτηση φ(x) =  3  22x + 3x - 2 , x με φ(x) =  26x + 6x .
● φ(x) = 0   26x + 6x = 0  x(x + 1) = 0  x = 0  η  x = - 1 
Πινακας προσημου της φ’ και μονοτονιας φ

x -∞    -1        0   +∞
φ’(x) + - +

φ(x)

3o ΛΥΣΗ

● H φ γν.αυξουσα στα (-∞ ,  -1] και [0, +∞)
● H φ γν.φθινουσα στ0 [-1, 0]
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 1 x  -  1

 2  2

 3  3 x  + 

φ(Α ) = ( lim φ(x),φ(- 1)] = (- ,- 7]  φ γν.αυξουσα στο Α = (- ,- 1] 
φ γν.φθινουσα στο Α = [- 1,0]  φ(Α ) = [φ(- 1),φ(0)] = [- 7,- 2]  
φ γν.αυξουσα στο Α = [0,+ ] φ(Α ) = [φ(0) lim φ(x)) = [

 

 

 



  - 2,+ )  




 

Διακρινουμε περιπτωσεις
● Στο (-∞ ,  - 1] η εξισωση δεν εχει ριζα .
● Στο [-1 ,  0] η εξισωση δεν εχει ριζα .
● Στο [0, +∞) η εξισωση εχει ακριβως μια ριζα, αφου
   το 0 ανηκει στο φ(Α3) = [- 2, + ∞) ,  οποτε υπαρχει x0 ∈ (0, + ∞) τετοιο 
   ωστε φ(x0) = 0 που ειναι μοναδικο αφου η φ ειναι γν.αυξουσα στο Α3 .
Τελικα η εξισωση f (g(x)) = 1 εχει μοναδικη ριζα που ανηκει στο (0, +∞) .

Γ3 :

Θεωρουμε τη συναρτηση 
0

πx - 
4

πΗ(x) = f(t) dt - f(x - ) εφx
4



● Η Η(x) συνεχης στο π0,
4

 
  

αφου

   f συνεχης στο  και η 
x

0
f(t) dt παραγωγισιμη στο  .  Οποτε η 

0
πx - 
4
f(t) dt

   ειναι παραγωγισιμη στο  (συνθεση παραγωγισιμων 
x

0
f(t) dt ,  πx - 

4
) αρα

   και συνεχης στο  ,  οποτε και συνεχης στο π0,
4

 
  

 

● 
f(x) > 0, για καθε xεφ0 = 00 0

π π -  - π -  < 04 4 4

πΗ(0) = f(t) dt - f(- ) εφ0 = f(t) dt > 0
4



 


● 

0

0
f(t) dt = 0

0

0 πεφ  = 1 , f(0) = 1
4

π πΗ( ) = f(t) dt - f(0) εφ = -1 < 0
4 4




Οποτε απο θεωρημα Bolzano

υπαρχει τουλαχιστον ενα  x0  ∈ (0, π
4

) τετοιο,  ωστε:

 0  0

0 0
π π 0  0  0  0x  - x  - 
4 4

π πH(x) = 0  f(t) dt - f(x  - ) εφx = 0  f(t) dt = f(x  - ) εφx
4 4

    
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Εστω f:(0,+∞) →  μια παραγωγισιμη συναρτηση για την οποια ισχυουν:

h 0

  Η  f' ειναι γνησιως αυξουσα  στο (0, + )
  f(1)  = 1

f(1 + 5h) - f(1 - h)  lim = 0
h










Θεωρουμε επισης τη συναρτηση ,
x

a

f(t) - 1g(x) =  dt   x (1, + )   και  α > 1
t - 1

 

Να αποδειξετε οτι:

Δ1. f’(1) = 0  (μοναδες 4), καθως επισης οτι 
        η f παρουσιαζει ελαχιστο στο x0 = 1  (μοναδες 2). 
                                                                             Μοναδες 6
Δ2. η g ειναι γνησιως αυξουσα  (μοναδες 3), και στη συνεχεια, να λυσετε την ανισωση

      στο     
 2  4

 2  4

8x + 6 2x + 6

8x + 5 2x + 5
g(u) du > g(u) du (μοναδες 6)

                                                                                 Μοναδες 9
Δ3. η g ειναι κυρτη, καθως επισης οτι η εξισωση


x

α

f(t) - 1(α - 1)  dt  = (f(α) - 1)(x - α),   x > 1
t - 1

  εχει ακριβως μια λυση .
                                                                            Μοναδες 10

4o ΘΕΜΑ
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Δ1

f(1) = 1

h   0 h   0

h   0 h   0 h   0

5h = u

h   0  u   0h   0 u   0

Eιναι
f(1 + h) - f(1) f(1 + h) - f(1)f'(1) = lim = lim

h h
f(1 + 5h) - f(1 -h) f(1 + 5h) -1 f(1 -h) - 1lim = 0 lim - lim = 0

h h h
f(1 + 5h) -1 f(1 + u) - 1lim  =   lim 5  = 5 f'

h u

 

  

   



 

-h = u

h   0  u   0h   0 u   0

5f'(1) + f'(1) = 0
(1)  6f'(1) = 0

f'(1) = 0f(1 + 5h) -1 f(1 + u) - 1lim  =   lim  = - f'(1)
h - u   





  





● Αν 0 < x < 1 :  f ’(x) < f ’(1)
f'(1) = 0

 f’(x) < 0, οποτε η f γν.φθινουσα στο (0,1]

● Αν x > 1: f ’(x) > f’(1)
f'(1) = 0

 f’(x) > 0, οποτε η f γν.αυξουσα στο [1,+∞) 
Δηλαδη η f παρουσιαζει ελαχιστο για x0 = 1 .

Δ2

H f(t) -1
t -1

ειναι συνεχης στο (1, +∞) ,  οποτε η g παραγωγισιμη στο (1, +∞), με 

g’(x) = f(x) -1
x -1

> 0, aφου

f γν.αυξουσα στο [1, +∞) οποτε f(x) ≥ f(1) = 1 (το « = » ισχυει για x = 1)
Ετσι
Για x > 1 ειναι g’(x) > 0, δηλαδη η g ειναι γν.αυξουσα στο (1, +∞) .

Εστω η συναρτηση h(x) = 
x+1

x
g(u) du,  x > 1

 2

 2  4
 2

 4  2  4

 4

g 

x + 1 > x

8x + 6  2  2
8x + 6 2x + 68x + 5

2x + 6 8x + 5 2x + 5 4  4
2x + 5

 2

h'(x) = g(x +1) - g(x) > 0  h γν.αυξουσα

Ετσι

g(u) du = h(8x + 5), 8x + 5 > 1
g(u) du > g(u) du

g(u) du = h(2x + 5), 2x + 5 > 1

h(8x + 5) >






  




 


 2h x >0

 4  2  4  2  4  2  2

 2

h(2x + 5) 8x + 5 > 2x + 5 8x - 2x > 0 x (4 - x ) > 0
4 - x > 0 - 2 < x < 2



   



Δ3

● g’(x) = f(x) -1
x -1

παραγωγισιμη στο (1, +∞), με g’ ’(x) =  2

f'(x)(x -1) - (f(x) - 1)
(x -1)

(1)

● Θ.Μ.Τ. στο [1, x] για την f :  υπαρχει ξ∈(1, x) τετοιο ωστε:

   f ’(ξ) = 
f(1) = 1f(x) - f(1) (x -1)f'(ξ) = f(x) -1

x -1


Οποτε η (1):

4o ΛΥΣΗ
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Π
ροσφ

ορα
του

e n i k o s . g r  και
του  h t t p :// d r m

 a t h s
5 8 d e m

 o  .b l o g s p o t . g r

f' 
ξ < x f'(ξ) < f'(x)

x 2  > 1

f'(x) -( f'(ξ) f'(x) - f'(ξ)g"(x) = = > 0x -1) (x g κυρτη στο (1, + )
x -1(x -

)
)

1
1

-




 

Ειναι
x

α

f(t) -1 (α -1)  dt = (f(α) - 1)(x - α) (α -1)g(x) = (f(α) - 1)(x - α)   (2)
t -1

f(a) - 1 g'(a) = f(α) - 1 = (a -1)g'(a)   (3)
a -1

Η δοσμενη εξισωση λογω των (2),(3) γινεται ισοδυναμα :
(α -1)g(x) = (a - 1)g'(a)(x - α)  g(x) = 











 g
g(α) = 0

 g

g'(a)(x - α) 
Η εξισωση της εφαπτομενης της C  στη θεση x = α εχει εξισωση :

  (ε) : y - g(α) = g'(α)(x - α) (ε) : y - g(α) = g'(α)(x - α)
Η C  βρισκεται πανω απο την (ε) (g κυρτη), εκτος του σημειου επαφης.

  







Ετσι
  g(x) y g(x) g'(α)(x - α)  με την ισοτητα να ισχυει για x = α. 
  Δηλαδη η εξισωση  g(x) = g'(α)(x - α) εχειμοναδικη λυση την x = α. 

  


